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　This paper present an effective method for the topology optimization of three dimensional continuous 
structures against buckling.  In this paper, we formulate the buckling sensitivity number, establish a method 
corresponding to the mode interchange problem duaring optimization process which is a problem in the 
topology optimization for the eigenvalue problem, perform the phase optimization using the ESO method.
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1 はじめに 
構造体の強さ・固さ・不安定性は、どれも構造体の重要な
性質である。位相最適化では、コンプライアンス最 小化
問題が多く研究されており、それらは構造体の固さについ
ての取り組みである。一方、構造体の不安定現象の一つで
ある座屈については、既往の研究例が比較的少なく、検討
の必要性があると思われる。
固有値問題に対する位相最適化では、特定のモードに対す
る最小化・最大化を行うことにより、そのモードが他のモー
ドと入れ替わることによって取り扱っている。問題が入れ
替わってしまう、モード入れ替わりが課題となっている。
Ma[1] は、固有振動問題における、モード入れ替わりに対
して、平均固有値を目的関数とすることで、複数のモード
を同時に考慮し、モード入れ替わりを起こりづらくして、
問題の安定性を高めるという手法を提案している。
Xie[2] は、同様の手法を座屈問題において適用している。
しかし、座屈問題で同様の手法を用いると、感度係数が高
次のものほど大きくなり、高次モードに対して優先的に位
相変化が起こることになる。一般に座屈問題では、最小の
固有値を持つモードが最も発生しやすいモードであり、最
小の固有値を持つモードから小さい順に発生可能性の観点
から重要であると考えられる。そのため、高次モード固有
値を優先的に高めても座屈問題において適切な位相が得ら
れない。また、いくつのモードを合成するべきかについて
の知見も無い。
本稿では、構造体の座屈問題に対しての BESO 法 [3](Bi-
directional Evolutionary Structural Optimiza- tion Method) 
を用いた位相最適化において、重要性の高いモードの影響
度を考慮した感度係数合成方法を定式化し、複数のモード
を同時に考慮した最適化を行うことで、座屈固有値問題に
対する位相最適化問題の安定性向上・モード入れ替わり問
題に対する有効性を計算例を通じて検証する。
2 座屈敏感数
 構造体において、ある要素が削除された際の影響度を表
す指標を敏感数と呼ぶ。この敏感数は、BESO 法と同様に
一般的な位相最適化手法であるSIMP 法 [6](Solid Isotropic 
Material with Penalization Method) における、要素の密度
を変数とした際の密度に対する目的関数の感度係数と同様
の計算で算出できる。
2.1 特定のモードの座屈敏感数 
構造物の座屈に対する位相最適化では、1次モードを対象
とすることがほとんどであるが、定式化上では、他の一般
固有値問題で表される振動問題などで用いられる、任意の 
i 次モードに対する座屈敏感数を示す。一般的な位相最適
化の感度係数算出の手順で表すと、座屈に対する最適化問
題は、次のような最大化問題で表される。
ただし、目的関数と、その感度係数計算方法を提示する 
のみなので、一般的な位相最適化における問題の記述で 
は (1) 式に加え、体積や、重量に関する制約条件が付加 
されるが、ここでは省略した。
i 次固有値の設計変数に対する感度係数は、固有値問 題
におけるレイリー商
を用いて、定式化され、j 要素削除時の i 次固有値変化 
量である座屈敏感数 は、次のように表される。
2.2 合成座屈敏感数
Ma は、固有振動数についての位相最適化のなかで、 平
均固有値を目的関数とすることで、最適化問題の安 定
性を向上させる事ができることを示した。振動問題で 
は、一般的に最小化・最大化を行いたい対象となるモー 
ドは、特定の周波数近傍であり、その近傍の固有モード
に対して平均をとって同時に操作を加えることは、有効 
であると思われる。
同様の考え方を座屈問題における位相最適化に適用し 
た場合、敏感数の大きさが、目的関数の大きさに依存す 
ることから、単純な相加平均では、合成された敏感数に 
おいて高次モードの敏感数が占める割合が大きくなり、 
高次モードの敏感数に基づいて位相が変化する。しか 
し、上述したように、座屈問題においては固有値の並び 
順が重要であり、低次モードほど重要性が大きいため、 
敏感数の大きさと、重要性が逆転している。
そこで、本稿では、適切な重み係数をかけ合わせて座 
屈問題において重要なモードが、合成された感度係数 
において支配的になるように修正を行うことで、座屈問 
題において、適切な複数のモードに対する同時最適化を 
行う。
あるモードの座屈敏感数とそれ以外のモードの座屈敏 
感数を、対応する固有値の大きさによらず合成できるよ 
うに、モード基準化係数を
としてそれぞれの座屈敏感数に掛け合わせることで、敏 
感数の大きさが基準化される。
さらに、重要な敏感数は低次モードのものなので、合 
成時に大きさに比率が固有値の逆数になるような重み係 
数を次のように定める。
 以上の係数を掛け合わせて n 個のモード敏感数足し合
わせることで、合成座屈敏感数 を次のように定める。
(a) 䝰䞊䝗ᙧ≧
(b) 敏感数ศᕸ
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図 1　モード形状と敏感数分布
2.3 感度係数分布に対する重み付けの影響
　図１に柱状構造物のモード形状と対応する座屈敏感
数分布を等値面で示した。モード形状から、オイラー
座屈が、構造体の弱軸・強軸方向に発生しており、感
度分布も、それぞれのモードの発生軸方向の分布になっ
ている。高次モードの敏感数分布は、高次オイラー座
屈モード形状と対応した分布になっていることがわか
る。
図２に敏感数の合成方法による感度分布の違いを示し
た。固有値問題に対する位相最適化では、モード入れ替
わりを防ぐために複数のモードの合成が行われるが、単
純な感度係数の和を用いても図２(a) のように高次モー
ドの影響が大きく、座屈において重要な低次モードの感
度場の影響が小さいため、高次モードが最大化されるよ
うな位相変化が起こる。これは、座屈において適切な位
相操作ではないため、本研究では、(6) 式のような重み
付けされた合成手法を用いる。
3 合成座屈敏感数による問題安定性の検討
 本稿においては、図 3 に示す、3次元の柱状構造物に 
対する合成座屈敏感数を用いた位相最適化を例題として 
用いる。鉛直荷重下の柱状構造物については、オイラー 
座屈など、典型的な座屈性状が把握されており、計算結 
果の考察を行う際にそれらの知見から解釈することが可
能なため例題として適切であると考えた。図 5 に鉛直
荷重下における位相最適化での初期 50 ステップまでの 
1 - 6 次モードまでの固有値を示した。合成数 n = 1 の 
場合、10 ステップからモード入れ替わりが見られ、1 
次モードと 2 次モードが交錯している様子が観察され
る。
(a) 単純な敏感数の合成
(b) 本研究で提案する合成手法
mode1 mode2 mode3 mode4 mode5 mode6
mode1 mode2 mode3 mode4 mode5 mode6
図 2　敏感数の合成
図 3　設計領域・荷重支持条件
図 4 にモード入れ替わりの発生例を示した。オイラー
座屈における、弱軸・強軸の 1次モードが交互に発生
して いることがわかる。
合成数が n = 2 の場合、n = 1 の場合に見られたモー ド
の入れ替わりは見られず、安定した推移が見て取れる。 
また、n = 3 の合成数では、n = 2 の場合と同様の安定 
した固有値の推移が見られる。このことから、合成座屈 
敏感数では、適切な重み係数の設定により、柱状構造物 
において重要な弱軸・強軸方向の 1 次モード、線形座
屈における 1,2 次モードの影響が、合成数を増加させて
も強く反映されていることがわかる。
これは、構造物の位相最適化において、適切な合成数、 
いくつの固有値を考慮するべきかが常に明確とは限ら 
ず、また、体積に対する制約を徐々に大きくしていくよ 
うな位相最適化の過程においても、適切な合成数が動的
に変化すると思われることから、ある程度の余裕を持っ
た個数の固有モードを合成しても、重要なモードのみを 
最適化に影響させることができるため、本稿で提案する 
合成手法が有益であることを示している。
4 獲得位相の評価方法
 位相最適化では、目的関数による構造体の評価を行う
が、一般的に体積・重量に制約を課すため、目的関数は 
位相最適化過程で低下し、定量的な評価指標になってい 
るとは言い難い。そのため、本稿では、コンプライアン 
ス最小化個体との比較、評価指標として PI 値を導入す 
ることで、体積制約下の獲得位相を評価する。
4.1 コンプライアンス最小化問題
 コンプライアンス最小化問題は、一般的に次のように
表される。
コンプライアンス問題を比較個体とする理由としては、 
コンプライアンス最小化が、位相最適化において一般的 
な問題であること、また、構造物の ” 強さ ” という観点
では、コンプライアンスが小さい個体では、同様に座屈
固有値も大きくなっていると考えられるため、それらを
比較することで、固さ・不安定性というそれぞれの目的
の違いによる獲得位相の違いを考察できると思われるた
めである。
コンプライアンス最小化問題の際の感度としてしばし 
ば用いられるものを、本稿では、ひずみエネルギー敏感 
数と呼称し、次のように定義する。
図 4　モード入れ替わりの発生例
図 5　敏感数合成数による固有値推移の違い
4.2 PI 値
 位相最適化における体積制約は、初期モデルに対し
て、設定した目標制約値になるまで、いきなり大きな
位相変 化が起きないように少しずつ制約を大きくし
ていく。一 般的な位相最適化手法では、目標制約値
に達した個体を 体積制約 V を満たす最適個体とする。
Edwards[4] や、 Taskanen[5] らは、この、制約の反復
的な増加過程におい て、それぞれの体積に対しての
構造体の性能を評価する ことで、制約自体をパラメー
ターと考え、初期モデルか ら、目標制約値までの位
相変化過程の中から最適個体を 評価値によって見つ
け出すという手法を提案している。
Taskanen は、この手法において、体積とコンプライ 
アンスの積が目的関数に該当するものとし、位相変化
過程の中で、体積とコンプライアンスの積が最小にな
るものを最適解としている。
本稿では、Taskanen の提案する体積とコンプライア 
ンスの積で評価する評価値を導入し、位相変化過程を
評価する。体積とコンプライアンスの積の逆数をとり、
PI 値 (Performance Index) として次のように定める。
また、同様に問題 (1) での各体積における性能評価値
である PI 値を次のように定義する。
5 計算例
 次に、実際に座屈敏感数を用いた位相最適化の計算
例を示す。図 3 に示す、3 章で用いたのと同様の設計
領域 及び初期モデルを用いる。
このモデルにおける位相変化を図 6 に示した。図 6 
には、同様に、ひずみエネルギー敏感数による位相変
化も示した。座屈敏感数による位相変化が、構造物
の中心部でも発生することから、図 6 の 2 列目には、
各ステップ の位相を中央断面で切断したものも示し
た。
また、図 7 には、PIbuck による、それぞれの最適化 問
題で獲得された位相における評価、図 8 には、同様
に PIcomp によるそれぞれの位相における評価を示し
た。
図 7 では、座屈敏感数により獲得された位相が、ひ
ずみエネルギー敏感数によって獲得された位相よりも
より高い PIbuck 値を持っていることがわかる。図 8 か
らは、ひずみエネルギー敏感数によって獲得された位
相が座屈敏感数によって獲得された位相よりも大きな 
PIcomp 値を持っていることがわかる。
以上のことから、本計算例において、各敏感数におい 
て異なる位相が得られ、それぞれの最適化問題を達成
図 6　座屈敏感数による柱状構造物の位相変化 (Rmin = 0.1 [m])
し ていることが確認できる。
6 近傍半径の影響
BESO 法では、位相変化により、性能が低下する等し
た際に、一度削除した要素も、高敏感数が算出された
要素近傍の要素が構造体として再び用いられるような
双方向進化を実現するため、近傍半径 Rmin を設定し、
Rmin に基づく感度のフィルタリングを行う。本章では、
近傍半径の違いによる位相変化、獲得位相の違いを検
討する。
前章で用いたモデルと同様のモデルで、近傍半径のみ 
を変化させたモデルを用い、同様の位相変化を図 11 
に、 PIbuck を図 9 に、PIcomp を図 10 に示した。
獲得位相の違いについては、図 6 と図 11 を比較する
と、図 6 では、位相がシェル状の構造物に変化して
いく。 一方で、図 11 では、4つ足状の構造物となっ
図 7　座屈 PI 値の最適化問題による違い 図 9　座屈 PI 値の近傍半径による違い
図 10　コンプライアンス PI 値の近傍半径による違い
図 11　近傍半径による位相変化の違い (Rmin = 0.2[m])
図 8　コンプライアンス PI 値の最適化問題による違い
ている。また、図 9 に示した PIbuck では、Rmin = 0.1 
のモデル が、Rmin = 0.2 のモデルに比べて大きな PIbuck 
値を記録している。このことから、座屈敏感数によっ
て獲得される位相では、近傍半径の大きさが性能の観
点からも、獲得された位相の観点からも大きく影響し
ている事がわ かる。
一方で、図 10 に示したコンプライアンス最小化問題
の モデルでは、近傍半径を変化させた際の目的関数
の変化 がさほど見られない。また、図 6 と図 11 を
比較した際の 位相の違いも、座屈問題ほど大きな違
いがない事がわかる。また、図 10 を細かく見ると
コンプライアンス最小化 問題では逆に近傍半径を大
きくしたほうが高い PIcomp を記録していることがわか
る。ただし、座屈問題に比べ てその差は極めて小さい。
7 まとめ
 本稿では、座屈問題に対して、複数のモードの感度
係数に適切な重み係数をかけ合わせて合成すること
で、重要な低次モードの影響が強く、高次モードの影
響を抑えた敏感数を算出する方法を提案した。この方
法により算出した敏感数を用いて、座屈問題に対する
位相最適化問題の安定性が向上することを計算例で示
した。
獲得位相の評価を行うため、コンプライアンス最小化 
問題との比較を行った。また、それぞれの問題におけ
る 位相変化過程の各体積における獲得位相の評価値
として PI 値を導入し、各問題に対して目的関数から
導いた感度 係数による位相操作が有効であることを
確認した。
BESO 法で用いられているフィルタリングの近傍半径
を変えることで、獲得される位相が異なることがわ
かった。座屈問題において近傍半径の影響がコンプラ
イアンス最小化問題に比較して大きいことがわかっ
た。
座屈問題では、モード解析において、構造体に内在す 
る不安定性を見つけ出すため、局所的な弱点があると、 
目的関数である座屈固有値が低下する。一方で、構造
体のひずみエネルギーの総和であるコンプライアンス
を指標にした問題では、局所的な応力集中などを許容
する解が得られる可能性がある。そのため、構造物に
対する位相最適化において、コンプライアンスだけで
はなく、座屈現象も考慮した手法が確立されることが
期待される。
8 今後の展望
 本稿では、計算例として、柱状構造物に対して鉛直
荷重をかけた例を示した。これは、先述したように、
柱状構造物において座屈モードの性状がオイラー座
屈などに代表されるように、予め予測可能なためであ
る。しかし、計算例でも見られるように、座屈敏感数
に基づく位相最適化では、体積を減少させていくと、
次第にシェル状の構造物となっていき、座屈の性質も、
オイラー座屈とは異なる座屈モードに変わっていき、
モード間の距離も小さくなり、複雑な複数のモードを
有する構造物に変わっていく。本稿では、重み係数を
定めることで、予めいくつのモードを合成したらよい
か予測が困難な場合でも、高次モードを重み係数で排
除することで、適切な感度係数が算出されるというこ
とを目的として定式化して おり、今後は、より複雑な、
荷重条件、モデルに対してこの手法が有効であるか、
また適切な合成数をどのように設定するかについて検
討していきたい。
また、フィルタリングは、BESO 法では、双方向進化
を可能とするために行われるが、他の位相最適化手法
でも、 ソリッド要素の性質上発生するチェッカーボー
ド現象を防止するための手法の一つとして、同様に用
いられている。そのため、フィルタ―半径による獲得
位相の違いは、 多くの位相最適化手法に共通する問題
であるため、多くのフィルタリング手法が研究されて
おり、BESO 法、及び、合成座屈敏感数を用いるにあ
たって適切なフィルタリング方法を検討していく必要
性があると考える。
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